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Emilio Letén

1. Nivel 1

1. Demostrar las propiedades siguientes relativas a las operaciones con sucesos

Unién Interseccion
Conmutativa AUuB=BUA ANB=BnNA
Asociativa (AUB)UC =AU (BUCQC) (ANB)NC=ANn(BNC)
Idempotente AUA=A ANA=A
Simplificacién AU(BNA)=A AN(BUA)=A
Distributiva Au(BNC)=(AUB)N(AUC) | AN(BUC)=(ANB)U(ANC)
Elemento neutro | AU = A ANE=A
Absorcién AUE=F ANg =g

SOLUCION:

A modo de ejemplo se probara la propiedad distributiva de la unién respecto de la interseccion,
es decir
AU(BNC)=(AUB)N(AUCQC)

En primer lugar se prueba la inclusién ” C 7. Para ello se supone que © € AU (BN C), por lo
quez € Aéx € BNC. En ambos casos z € (AUB)N(AUC), yaquesiz € A=z € AUB
vyreAUCyenelotrocasosize BNC=zxecByxec(C=2xcAUByzxzec AUC.

En segundo lugar se prueba la inclusién ” D 7. Para ello se supone que z € (AU B)N (AU C),
conloquex € (AUB)yz € (AUC). Siz € A=z € AU(BNC)ysiz ¢ A, al ser
x€(AUB)yxz € (AUC), se tiene que x € BN C' y por tanto x € AU (BNC).

2. Decir si es verdera o falsa la siguiente afirmacién. En caso de que sea verdadera demostrarlo,
y en caso de que sea falsa dar un contraejemplo:
“Si Ay B son dos sucesos cualesquiera se verifica que AUB = (AN B)U(ANB)U(ANB).
SOLUCION:
Es verdadera.

En primer lugar se prueba la inclusién ” C 7. Para ello se supone que z € AU B, por lo que
reAézeB. SizeAyxz¢ B=xzc ANBy por tanto z € (ANB)U(ANB)U (AN B).
Siz¢ Ayz e B=x€ ANBy por tanto z € (AN B) U (AN B) U (AN B). Por tltimo si
r€AyxeB=xz€ AN By por tanto z € (AQE)U(ZOB)U(AQB).

En segundo lugar se prueba la inclusién ” 7. Si.z € (ANB)U (ANB)U(ANB) =z €
ANBéxz € ANB 6z € ANDB.Y en cualquier caso se tiene que z € AU B.



Demostrar las Leyes de Morgan para la unién y la interseccién de sucesos. Es decir, demostrar

que:
a) AUB= AN B. En general @1 A = ‘61 A;.
b) AN B = AU B.En general _61 A; = _LiLJl A;.
SOLUCION:

a) En primer lugar se prueba la inclusién 7 C 7. Paraellosiz € AUB =z ¢ (AUB) =
r¢Ayr¢ B=x€ Ayxr e B=zc€ AN B. En segundo lugar se prueba la inclusién
7 D7 de forma andloga a la inclusién ” C ”. El caso general se prueba por induccién.

b) Andlogo al caso a).
Si en una tarea manual existe una probabilidad de cometer un fallo igual a 0,01, si esta

operacién hay que repetirla 100 veces, jcudl serd la probabilidad de cometer al menos un fallo

en las 100 repeticiones?
SOLUCION:

Sea F' el suceso “cometer al menos un fallo” y sea F; el suceso “cometer un fallo en el movimien-

to 7, se trata, por tanto, de calcular P (F'), que es igual a

P(F)=1-P(F)=1-P(Fn.0F)=1-[(1-00)"] =063,

Sean Ay B sucesos compatibles e independientes con P (E) = i ycon P(A) = %. Determinar:

a) P(B|A)

b) P(ANB)

¢) P(AUB)

d) P(A|AUB)

e) P(B|AUB)

f) SiC estal que P(C) =3, jpueden ser B y C incompatibles?
SOLUCION:

@) P(B|A)™ P(B)=1-P(B)=2%=0,75.

=

)
) P(ANB)™ P(A)P(B)=1.3=3 —0,094.

) P(AUB)=P(A)+P(B)—P(ANB)=3%+3-2 =2 =078
)

Para calcular P (A | AU B) se observa que

()

d

 P(AN(AUB))  P(A)
PATAVB) = =508 ~ P(AuB)

por lo que P(A| AUB) = 2;;22 =22 =0,16.

e) De forma andloga al apartado anterior P (B | AU B) = Pag%) = 2:;7312 =21 =0,96.

f) Si By C fueran incompatibles entonces BN C = & con lo que P(BUC) = P(B) +
P(C)= % + % = % > 1, con lo que se llegaria a un absurdo, por lo que B y C no pueden

ser incompatibles.



(,Cudntos subconjuntos se pueden formar de un conjunto de n elementos?

SOLUCION:
Se pueden formar (g) subconjuntos con 0 elementos , (7{) subconjuntos con 1 elementos, (g)
subconjuntos con 2 elementos, ..., (Z) subconjuntos con n elementos. En total se pueden formar

() () () o () ==

En una prueba diagnéstica se sabe que P (— | Sano) =98 % y que P (+ | Enf) = 98 %. Esta
prueba diagnéstica se aplica a un individuo y da positivo, jqué probabilidad tiene de estar

enfermo? (elegir una de las siguientes contestaciones):

a) Entre (0,0,2].
b) Entre (0,2,0,4].
c¢) Entre (0,4,0,6].
d) Entre (0,6,0,8].
e) Entre (0,8,1].

)

No hay datos suficientes para saber la probabilidad que se pide.

f

SOLUCION:
La respuesta correcta es la f), ya que para poder aplicar el Teorema de Bayes se necesita saber
P (Enf).

En una prueba diagnéstica se sabe que P (— | Sano) = 98% y que P(+ | Enf) = 8% y
ademds que la P (Enf) = 0,04. Esta prueba diagndéstica se aplica a un individuo y da positivo,
iqué probabilidad tiene de estar enfermo? (elegir una de las siguientes contestaciones):

a) Entre (0,0,2].

b) Entre (0,2,0,4].

c) Entre (0,4,0,6].

d) Entre (0,6,0,8].

e) Entre (0,8,1].

f) No hay datos suficientes para saber la probabilidad que se pide.
SOLUCION:

La respuesta correcta es la d), aplicando el Teorema de Bayes:

P (+|Enf) P (Enf)
(+|Enf) P (Enf)+ P (+|Sano) P (Sano)

B 0,98 - 0,04
"~ 0,98-0,04 + 0,02 - 0,96

P (Enfl+) = 5

=0,67

Obsérvese que el resultado correcto estd muy alejado de ser muy alto (es porque la P (Enf)

es baja) y que desde luego no es 0.98.



10.

Una aseguradora tiene clientes de riesgo alto, medio y bajo. Estos clientes tienen probabilidades
de 0,02, 0,01 y 0,0025 de rellenar un impreso de reclamacién. Si la proporcién de clientes de
alto riesgo es 0,1, de riesgo medio 0,2 y de bajo riesgo es 0,7. ;Cudl es la probabilidad de que

un impreso rellenado sea de un cliente de alto riesgo?
SOLUCION:
Se definen los sucesos:

A =*“el cliente es de alto riesgo”, M =“el cliente es de medio riesgo”, B =“el cliente es de bajo
riesgo” y R =“el cliente reclama”. Con esta notacidn, se tiene por los datos del enunciado que
P(R|A)=0,02; P(A)=0,1
P(R|M)=0,01; P(M)=0,2
P(R|B)=0,0025; P(B)=0,7
Observar que P (R|A) + P(R|M) + P (R|B) no tiene por qué ser 1. Lo que si tiene que

verificarse es que P (A|R) + P(M|R)+ P(B|R) =1y que P(A)+ P(M)+ P(B) =1.
La probabilidad solicitada, por el teorema de Bayes, es

P (R|A) P (A)
P(R|A)P(A)+P(RIM)P(M)+ P(R|B)P(B)
B 0,02-0,1
©0,02-0,140,01-0,2+0,0025-0,7

P(AR) =

=0,3478

Un componente eléctrico se empaqueta en lotes de 25 unidades. Se rechaza el lote si al inspec-

cionar un méximo de dos componentes alguno es defectuoso.

a) Un inspector realiza el siguiente procedimiento de inspeccién: extrae primeramente un
componente; si resulta defectuoso se rechaza el lote. Si este primer componente es acept-

able se extrae el segundo. Si este segundo también es aceptable se acepta el lote entero.

b) Un segundo inspector utiliza un aparato donde introduce dos componentes simultdnea-

mente, rechazando el lote si alguno es defectuoso.

Cierto lote contiene 4 componentes defectuosos. ;Cuél es la probabilidad de rechazar ese lote

por cada uno de los inspectores?

SOLUCION:

a) Se definen los sucesos:
R, =“el inspector 1 rechaza el lote”, D, =“el primer componente es defectuoso”, Dy =“el
segundo componente es defectuoso” y Ry =“el inspector 2 rechaza el lote”. Con esta

notacién, se tiene que

P(Ry) =P (D1U(D1NDy)) =P (D1)+ P (DyNDy) —P (DN (D1 NDy))

_ . 4 21 4
= P(D1) + P (D1) P(D2Dy) = gz + 52 - 57 = 0,16 +0,14 = 0,30

b) Para el segundo inspector:

21) 21! 21-20

P(Ry)=1-P(Ry)=1—2=1-20 =1 _2_=0,30

(5) bk

1231 2
Por lo que la probabilidad de rechazar ese lote es igual para cada inspector.

[\

|3~}



11.

12.

13.

Se aplica una prueba médica T para detectar la presencia de alergias en los trabajadores de
una fébrica. Se admite, por los estudios realizados en este sector laboral, que la proporcién
de individuos con alergia en este tipo de trabajadores es del 14 %. En tales estudios se ha
establecido que aproximadamente el 17 % de los individuos da positivo y el 5 % de las personas
con alergia dan negativo. Calcular:

a) La proporcién de trabajadores que no tienen alergia y dan positivo.

b) La proporcién de trabajadores que tienen alergia y dan negativo
SOLUCION:

a) Se definen los sucesos:
A =“la persona tiene alergia” y T' =“el test da positivo”. Con esta notacién, se tiene por

los datos del enunciado que
P(A)=0,14; P(T)=0,17
P (T|A) = 0,05
La probabilidad solicitada es P (Z N T) , que es
P(ANT) = P (T[A) P (A)
y dado que, por el teorema de la probabilidad total, se tiene que
P(T)=P(T|A) P (A) +P(T|A)P(A)
por lo que
P(T|A) P (A) = P(T)— P(T|A)P(A)=0,17— (1—0,05) - 0,14 = 0,037

con lo que P (ANT) = 0,037.
b) Se pide calcular P (A N T), que es

P(ANT) = P (T|A) P(A)=0,05-0,14 = 0,007

Una caja contiene 24 bombillas, de las cuales 4 son defectuosas. Si una persona selecciona 4

sin reeemplazamiento, jcudl es la probabilidad de que las 4 sean defectuosas?
SOLUCION:

La probabilidad de que las 4 sean defectuosas es

(@) (©) _
@ 0,00009

Otra forma es calcular
iizizo 00009
24 23 22 21 ’
En un sistema de alarma, la probabilidad de que se produzca un peligro es 0,1. Si este se
produce, la probabilidad de que la alarma funcione es 0,95. La probabilidad de que la alarma
funcione sin haber existido peligro es 0,03. Hallar la probabilidad de que habiendo funcionado

la alarma no haya existido peligro.



SOLUCION:

Se definen los sucesos: D =“existe peligro” y A =“suena la alarma”. Con esta notacién, se

tiene por los datos del enunciado que
P(D)=0,10
P (A|D) =0,95; P(A|D) =0,03
La probabilidad solicitada, por el teorema de Bayes, es

P (Dl4) = __P(AD) P (D) _ 0,03 - 0,90 _0.9913
P (AD) P (D) + P(A[D)P(D) ~ 0,03-0,90+0,95-0,10

Nivel 2

Decir si son verderas o falsas las siguientes afirmaciones. En caso de que sean verdaderas
demostrarlo, y en caso de que sean falsas dar un contraejemplo:
a) P(Z) =1-P(A).

b) Si se define la diferencia de dos sucesos A y B como A — B = AN B, entonces se verifica
que P(A— B)=P(A)— P(B).

¢c) P(AUB)=P(A—-B)+ P(B).

d) ACB= P(A)<P(B).

SOLUCION:

a) Verdadero. Al ser E = AU A (A, A disjuntos) = 1= P (E) = P(A)+ P (A) = P(A) =
1-P(A).

b) Falso. Dadoque A = (ANB)U(ANB) = P(A)=P(A-B)+P(ANB)=P(A-B) =
P (A)—P (AN B).Solo en el caso de que B C A, se tiene que P (A — B) = P (A)—P (B).

¢) Verdadero. Alser AUB=(A—B)UB=P(AUB)=P(A-B)+ P(B).
d) Verdadero. Alser B=AU(B—-A)= P(B)=P(A)+P(B—-A)>P(A).

Decir si son verderas o falsas las siguientes afirmaciones. En caso de que sean verdaderas

demostrarlo, y en caso de que sean falsas dar un contraejemplo:
a) A, B independientes < A, B independientes.
SOLUCION:

a) En primer lugar,se prueba que si A, B independientes = A, B independientes. Para ello,
se tiene que:
P(ANB)=1-P(ANB)=1-P(AUB)

=1-[P(A)+P(B)-P(ANB)]=1-P(A) - P(B)+P(ANB)
1 P(A)-P(B)+P(A)P(B)=P(A)-P(B)(1-P(A)
= P(A) - P (B) P(A) = P(A) (1- P (B)) = P(A) P(B)

con lo que, al ser P (AN B) =P (A)P(B), se tiene que A, B independientes.



En segundo lugar, se prueba que si A, B independientes = A, B independientes. Para
ello, se tiene que:
P(AnB)=P(AUB)=1-P(AUB)

—1-[P(A)+P(B)—P(ANB)=1—-P(A) - P(B)+P(ANB)
1 _ P(A)— P(B)+ P(A)P(B) =P (A) - P(B)(1- P(A))
=P (4) - P(B)P(A) =P (4) (1-P(B) =P (4) P (B)
con lo que, al ser P (ANB) = P (&) P (B), se tiene que A, B independientes.

Decir si son verderas o falsas las siguientes afirmaciones. En caso de que sean verdaderas

demostrarlo, y en caso de que sean falsas dar un contraejemplo:

a) Sidossucesos Ay B con P(A), P (B) > 0son incompatibles entonces son dependientes.

b) Sidossucesos Ay B con P(A),P(B) > 0 son independientes entonces son compatibles.

SOLUCION:

a) Verdadera. Si fueran independientes P (AN B) = P (A) - P(B), pero como son incom-
patibles P (AN B) = 0, lo cual es imposible porque P (4), P (B) > 0.

b) Verdadera. Analogo al caso a).

Decir si son verderas o falsas las siguientes afirmaciones. En caso de que sean verdaderas

demostrarlo, y en caso de que sean falsas dar un contraejemplo:

Si A= B UC entonces P(B|A):%.
P((AuB)Nn(AUuB)N(AUB)) =P (AUB).

)
)
) p«zu@):pmugy
)
)

1]

b

o

U

P(ANBNC)=P(A|BNC)P(B|C)P(C).
P(ZUEU(AOB)) =0.

e

SOLUCION:

@) Verdadera. P(B| A) = P (B | BUC) = PEQBLO) _ PB)

b) Falsa. P((AUB)N(AUB)N(AUB))=P[AN(AUB)]=P[(ANA)U(ANB)| =
P(ANB).

¢) Falsa. P (ﬁ) =P (ﬁm?) =P(ANB).
d) Es verdadera.

Se verifica que:

(ANBNC)P(BNC)
P(BNC) P(0)

P(A|BNC)P(B|C)P(C) =T P(C)=P(ANBNC)

e) Es verdadera.

Se verifica que el conjuto dado es el vacio y , por tanto, su probabilidad es nula.

AUBU(ANB)=AU[(BUA)N(BUB)] =AU [(BUA)NE]

=AU(BUA)=AUAUB=EUB=E.= AUBU(ANB)=E=0



5.

C3

Figura 1: Red de comunicaciones

Demostrar que

a) P(AUB)< P(A)+ P(B).
b) Utilizando a) probar que P(AUBUC) < P(A )+ P (C).

¢) Utilizando induccién probar que P ( >

HMs

SOLUCION:

a) P(AUB)=P(A) +P(B)—P(ANB) <P(A) +P(B).
b) P(AUBUC)=P(AUB)UC)<P(AUB)+P(C)< P(A)+P(B)+P(C).

¢) Para n = 2 se cumple. Se supone que se cumple para n y se prueba que también se

cumple para n + 1.

() :P((g&)uw SP(MWMQ

n+1

<D P (&) +P(Aup) ZP
i=1

En el circuito eléctrico de 3 componentes concectados segiin la Figura 1, la probabilidad de que
funcione cada uno de los componentes es independiente de los demaés, siendo la probabilidad
de que funcione el componente 1 de 0.9, el componente 2 de 0,8 y el componente 3 de 0,7. El
circuito funciona si entre A y B es posible encontrar un camino de componentes que funcione.

Con los supuestos anteriores, calcular la probabilidad de que el circuito funcione.
SOLUCION:
Si se denota por Ca3 al suceso "el circuito funciona", por Ci5 al suceso "el subcircuito for-

mado por los componentes 1 y 2 funciona” y por Cj al suceso ”el subcircuito formado por el

componente 3 funciona”, la probabilidad que se pide es



C1 Cc2 .l

C3

Figura 2: Red de comunicaciones

P(Ci) =1~ P (C) =1~ P (€2 Ts) = 1 P (Cia) P (C5) =1~ (1~ P (Cu2)) P (C5)

=1-(1-0,9-0,8)0,3=0,916

En la red de comunicaciones de 4 componentes concectados segin la Figura 2, la probabili-
dad de que funcione cada uno de los componentes es independiente de los demés, siendo la
probabilidad de que funcione el componente 1 de 0.9, el componente 2 de 0,8, el componente
3 de 0,75 y el componente 4 de 0,85. La red funciona si entre A y B es posible encontrar un
camino de componentes que funcione. Con los supuestos anteriores, calcular la probabilidad
de que no haya comunicacién entre A y B.

SOLUCION:

Si se denota por C1234 al suceso "la red funciona", por Cio3 al suceso "la subred formada por los
componentes 1, 2 y 3 funciona", por C15 al suceso "la subred formada por los componentes 1 y 2
funcionaz por Cy al suceso "la subred formada por el componente 4 funciona", la probabilidad

que se pide es
P(01234) =1-P (01234) =1-P (0123 N 04) =1-P (0123) P(C4) = 1—[1 — P (0123)] P(C4)

—1-[1- P (0N T)] P(Ca) =1~ [1- P (Cra) P (Ca)] P (C)
1—[1—(1=P(C1)P(Ca))P(C5)] P(Cy)=1—[1—(1-0,9-0,8)-0,25] - 0,85 = 0,21.

En la red de comunicaciones de 9 componentes conectados segin la Figura 3, la probabilidad
de que funcione cada componente C; es de p. La red funciona si entre A y B es posible
encontrar un camino de componentes que funcione. Se supone que la probabilidad de funcionar
cada componente es independiente de los demds. ;Cudl es la probabilidad de que no haya
comunicacién entre A y B?

SOLUCION:



Figura 3: Red de comunicaciones

Si se denota por Cla3as6739 al suceso "la red formada por los componentes 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7,
8 y 9 funciona", por Ci2345 "la subred formada por los componentes 1, 2, 3, 4 y 5 funciona",
y por Cgrse "la subred formada por los componentes 6, 7, 8 y 9 funciona", la probabilidad

requerida en la pregunta es P(Cla23s56789) que viene dada por:

P(Ci23456789) = 1 — P (Ch23456789) = 1 — P (Cl2345 N Cors9) = 1 — P (C12345) P (Cers9)

La probabilidad P (C12345) es
P (Ciazas) =1 — P (Chazas) =1 — P (Ch2) P (Caa5) =1 — (P (C1) P (C2)) (1 = P(Cs45))
=1-((1=p) (1=p") = 1= (1+p* = 2) (1- )
=1-(1-p+p* =" —2p+2p") =p’ —p* + 0" +2p - 2p"
y de forma andloga P (Cgrsg) es
P (Cgrs9) =1 — P (Cgrs9) =1 — P (Co7) P (Cs9) =1 — (1 = P (Ce7)) (1 — P (Cs9))

=1- (1—p2) (1—p2) =1- (1—|—p4—2p2) = —p* 4+ 2p?

por lo que la probabilidad de que no haya comunicacién es
P(Chasaserse) = 1 — (p° — p> +p° + 2p — 2p") (—p* + 2p%)

=1—(—p"+2p° +p® —2p* —p° + 2p" — 2p° + 4p® + 2p® — 4p°)
=1—(—p°+2p° +p" — 3p° — 2p* + 4p?)
— 1+p9_2p8_p7+3p6+2p4_4p3

Un aparato estd compuesto por cuatro componentes que funcionan o no de forma independi-
ente entre si. Las probabilidades de fallo del componente i-ésimo son p; = 0,1,p2 = 0,2,p3 =
0,3y psy = 0,4. Se sabe que dos de los cuatro componentes han fallado, calcular la probabilidad

de que hayan sido el componente 1 y el componente 2.

10



SOLUCION:

Sean los sucesos:

B = {"han fallado dos de los cuatro componentes}

A;j = {"han fallado exactamente el componente "i" y el 75} .
Por el Teorema de Bayes, se tiene que
P(B|A5)P (A 1-P(A
P (Ap|B) = (Bl]A12) P(A12) (A12)
> P(B|Ay)P(Ay) D 1-P(Ay)
i< i<j
P (Ai)

T P(Ay2) + P(A13) + P (Ays) + P(Ags) + P (Asy) + P (Aza)

Dado que:
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se tiene que

0,0084
P (A12|B) = gor = 0,002,

Nivel 3

Decir si es verdera o falsa la siguiente afirmacién. En caso de que sea verdadera demostrarlo,
y en caso de que sea falsa dar un contraejemplo:

“Si By C son dos sucesos cualesquiera entonce se verifica que

SOLUCION:
Es falsa.

Se verifica que
_P(BN(BNnC)) P(BNC)
PBIBNO) =—pEre) ~PBRo)

En la red de comunicaciones de 4 componentes conectados segtin la Figura 4, la probabilidad
de que funcione el componente C es de 0.99, la de C5 es 0.99, la de C3 es de 0.95 y la de C}
es de 0.95. La red funciona si entre A y B es posible encontrar un camino de componentes
que funcione. Se supone que la probabilidad de funcionar cada componente es independiente

de los demds. jCuél es la probabilidad de que no haya comunicacién entre A y B?

11



C1 Cc2

C3 C4

Figura 4: Red de comunicaciones

SOLUCION:

Si se denota por Cia34 al suceso "la red formada por los componentes 1,2,3 y 4 funciona", por
C13 "la subred formada por el componente 1y 3 funciona", y por Cyy "la subred formada por

el componente 2 y 4 funciona", la cuestién pregunta por P(C1a34) y esta probabilidad es:

P(Ci234) =1 — P (Ci234) =1 — P (C13NCas) =1 — P (Ci3) P (Caa)

La probabilidad P (Cy3) = 1—-P (6’713) =1-0,01-0,05 = 0,9995 y de forma andloga P (Ca4) =
0,9995, por lo que la probabilidad de que no haya comunicacién es P(Cia34) = 1 — 0,9995% =
0,0010.

Otra forma de hacerlo, aunque es mas facil equivocarse, seria:
P (01234) =P ((Cl U 03) N (CQ U 04)) “gi P (Cl U 03) - P (02 U C4)

= (P(C1) + P(Cs) = P(C1NCs)) - (P(Co) + P (Ca) — P(C2N Cy))
fnd (0,99 + 0,95 — 0,99 - 0,95) - (0,99 + 0,95 — 0,99 - 0,95) = 0, 9995>
y por tanto P(Cia34) = 1 — 0,9995% = 0,0010.
SeaE Az B dos sucesos tales que P(A) = £, P(B) = 1 y P(A|B) + P (B|A) = %. Calcular
P(AUB).
SOLUCION:

Aplicando las leyes de Morgan, se tiene que

P(AUB)=P(ANB)=1-P(ANB)

Para calcular P (AN B) se utiliza que

= P(ANB) (1}3+1}5> —8P(ANB)

P(ANB) P(BnA)
P (B) P(A)

2
3 =P(A|B)+ P (B|A) =
Por tanto P (ANB) =2 =5y P(AUB) = 1 =0,917.
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4. La empresa “Aikon” tiene una planta de fabricacién de teléfonos mdéviles. Se sabe que el 30 %
de los teléfonos fabricados en dicha planta son defectuosos. Si un teléfono es defectuoso, la
probabilidad de que un robot del Departamento de Calidad de la empresa lo detecte es 0,9
v si no es defectuoso, la probabilidad de que el robot lo considere defectuoso y lo saque de
produccién es de 0,2. Si un cliente compra dos teléfonos que no han sido sacados de la cadena

de produccidn, ;jcudl es la probabilidad de que sean ambos no defectuosos?
SOLUCION:

Sean los sucesos A “ser defectuoso”, A “no ser defectuoso”, R “el robot dice que es defectuoso”
y R “el robot dice que no es defectuoso".

Los datos del problema nos dicen que P (A) = 0,3, P (R|A) = 0,9 y que P (R|A) = 0,2, por
loque P (A) =1-P(A)=0,7, P (R|A) =1-P(R|A) = 0,1y que P (R[A) = 1-P (R|A) =
0,8

Se tiene por tanto que la probabilidad de que un teléfono que no ha sido sacado de la cadena
de produccién sea no defectuoso es

P (B — P(RIA) P (A) P (R[A) P (A) _ 0,8-0,7
(AIR) = P(R)  P(RIA)P(A)+P(RIA)P(A) 0,8-0,7+0,1-0,3

= 0,949

Por tanto si un cliente compra dos teléfonos que no han sido sacados de la cadena de produc-
cién, la probabilidad de que sean ambos no defectuosos es 0,949 - 0,949 = 0, 901.

5. En un sistema de comunicacién, los mensajes se codifican en base 3, es decir, con los tres
sfmbolos 0, 1 y 2. La probabilidad de emitir cualquiera de los tres simbolos es la misma y se
ha observado que el 0 y el 2 nunca se confunden, es decir, la probabilidad de recibir 0 si se
ha emitido 2 (respectivamente, recibir 2 si se ha emitido 0) es cero. Ademds, sea cual sea el
simbolo que se emite, la probabilidad de recibir ese mismo simbolo es 0,9 y finalmente se sabe
que cuando se emite 1, la probabilidad de recibir 0 y la probabilidad de recibir 2, es la misma.
Calcular:

a) La probabilidad de recibir 1.
b) La probabilidad de que el simbolo emitido haya sido 0 si se recibi6 0.

SOLUCION:

a) Se definen los sucesos:
FEy =“se emite el simbolo 0”7, F; =*“se emite el simbolo 1”7, F; =“se emite el simbolo 27,
Ry =“se recibe el sfmbolo 07, R =“se recibe el simbolo 1”7 y Ry =“se recibe el simbolo
2”
Con esta notacién, se tiene por los datos del enunciado que
9

P (Ey) = P(E1) =P (E2) = %
P (Ro|Ez) = P (Ry|Eo) =0
P (Ro|Ey) = P (R1|E1) = P (R2|E2) = 0,9
P (Ro|E1) = P (R2|Ey)
Por tanto, la probabilidad de recibir 1 (usando el teorema de la probabilidad total) es

P(R1)=P(RiN(EoUELUE))
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C1

Cc2

o

Cc3

C4

Figura 5: Red de comunicaciones

= P (R:1|Eo) P (Eo) + P (R1|Ev) P (E1) + P (R1|Eg) P (E2)

—_

— (1 - P(Ro|Eo) — P(RolEn)) - 2 +0,9- % 4 (1 P(Ro|Es) — P(Ro|En))-

3 3 3

1 1 1
:(1—0,9—0)-5—1—0,9-§—|—(1—0—O,9)§:O,3667

b) Para resolver este apartado se utiliza el teorema de Bayes, de forma que:

P (Ro|Ey) P (Ey)
P (Ro|Eo) P (Eo) + P (Ro|Er) P (Ey) + P (Ro|E2) P (Es)

P (Eo|Ro) =

_ 0.9-3

0,9 2+ P(Ro|Ey)-$+0-3
Dado que P (Ry|E1) = P (R2|E1) = z, se tiene que al ser P (R1|E1) = 0,9, se verifica
que x + 0,94 x =1 y por tanto x = 0,05. Por tltimo

()79.l
P (Ey|Ry) = I 3 I T = 0,9474
0,9-5+0,06-5+0-3

En la red de comunicaciones de 5 componentes conectados segin la Figura 5, la probabilidad
de que funcione el componente C; es de 0,90, la de C es 0,75, la de C5 es de 0,75, la de Cy es
de 0,90 y la de Cy es de 0,90. La red funciona si entre A y B es posible encontrar un camino
de componentes que funcione. Se supone que la probabilidad de funcionar cada componente
es independiente de los demds. ;Cuél es la probabilidad de que no haya comunicacién entre
Ay B?

SOLUCION:

Si se denota por Cia345 al suceso “la red formada por los componentes 1,2,3, 4 y 5 funciona”,
por Ci234 “la subred formada por los componentes 1, 2, 3 y 4 funciona”, y por C5 “la subred

formada por el componente 5 funciona”, la cuestién pregunta por P(Cia345) que es:

P(Cia345) =1 — P (Chaga5) =1 — P (C123a N C5) =1 — P (Cha34) P (Cs)

La probabilidad P (C1a34) =1—P (01234) =1-P (a) P (0723) P (a) y dado que P (0723) =
P(C2nC5) = 0,25-0,25 = 0,0625, por lo que P (Cia34) = 1 — P (Cy) P (Ca3) P (Cy) =

14



1—-0,10-0,0625- 0,10 = 0,999375 y por tanto la probabilidad de que no haya comunicacién
es P(Clages) =1 —0,999375-0,9 = 1 — 0,8994 = 0, 1005625.

Observar que otra manera de hacerlo es calcular
P((CinC>anC3nCy) UCs)
=P(CinC:NC3NCy) + P (C5) = P(CinC2nC3NCaNCs)
= 0,100625 — 0,0000625 = 0, 10005625
Observar que no es cierto el razonamiento de que

P((CinC:nC3nCy)UCs) =P (CinCenC3nCy) + P (Cs)

pues aunque Cp, Cy, C3, Cy y C5 son independientes (al serlo Cy, Cy, C3, Cy y Cs), no se
verifica que C7, Ca, C3, Cy y Cs sean disjuntos (es mds, se verifica lo contrario: si dos sucesos
son independientes entonces forzosamente no son disjuntos, ver més detalles en esta hoja de

ejercicios en el apartado de ejercicios intermedios).

Decir si es verdera o falsa la siguiente afirmacién. En caso de que sea verdadera demostrarlo,

y en caso de que sea falsa dar un contraejemplo:

“Si BC Acon0< P(A) <1, entonces By A no pueden ser independientes".
SOLUCION:

Es verdadera.

SiBC A= ANB=B= P(ANB)= P(B), por tanto para que P (AN B) = P(A)-P(B),

se tendria que serfa necesario que P (A) = 1.

Se dispone de una red de tres impresoras A, B y C con distinta calidad de funcionamiento en
la impresién. A la hora de imprimir un documento, la red lo puede enviar a una (y sélo una)
de las tres impresoras con probabilidades 0,6,0,3 y 0,1 respectivamente. Existe la posibilidad
de que dichas impresoras destruyan el documento por posibles atascos y esto ocurre con
probabilidades 0,01, 0,05 y 0,04 respectivamente. Se pide:

a) Es casualidad que 0,6 + 0,3 + 0,1 = 17 Justificar la respuesta.

o

)
b) (Es casualidad que (0,01 + 0,05 + 0,04) - 10 = 17 Justificar la respuesta.
) {Cual es la probabilidad de que un documento se destruya?

)

d

Supuesto que un documento se ha destruido, determinar la impresora que con mayor

probabilidad ha sido la cuasante de su destruccién.

e) iSe puede repetir el apartado d) con los datos de destruccién por impresora de 0,01, 0,03
y 0,047 En caso de que se pueda, jqué se aprecia en relacion al apartado d) con los datos
0,01,0,05 y 0,047

SOLUCION:

a) No es casualidad, ya que el documento o bien se imprime por A, o bien por B o bien por
C pero no por més de una a la vez, por lo que la suma de probabilidades tiene que ser la

probabilidad del suceso seguro, que es uno.
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e)

Es casualidad, ya que si se denota por D al suceso "el documento se destruye", los datos

del problema afirman que
P(D|A)=0,01, P(D|B)=0,05 P(D|C)=0,04
y 1o se tiene por qué verificar que P (D|A)+ P (D|B)+ P (D|C) = 1.5i se tiene que
verificar que P (A|D)+ P (B|D)+ P(C|D) = 1.
Por el teorema de la probabilidad total (TPT) , ya que A, B, C son disjuntos y su unién

es el suceso seguro:
P(D)=P(D|A) - P(A)+ P (D|B)- P(B)+ P (D|C) - P(C) = 0,025

Es incorrecto todo el siguiente razonamiento (ya que no tiene en cuenta el TPT): “Sea
D 4 el suceso “el documento lo destruye la impresora A”, Dpg el suceso “el documento lo
destruye la impresora B” y D¢ el suceso “el documento lo destruye la impresora C”, con
lo que

P(D)=P(DAUDpUDe) =1 P(DAUDgsUDC)

=1-P(DanDpnDc)=1-P (D) P(Dp) P (Dc)=0,0972"

Por el teorema de Bayes

P(A|D) = W — 0,24
P(BID) = (D]f()D)P() ~ 06
P(C|D) = (DC())P() ~ 0,16

La impresora que con mayor probabilidad ha sido la causante de la destruccién del

documento es la B.

Por el teorema de Bayes

(A|D) P(Dgl()bf(m =0,32
(BID) P(Df() bf(B) = 0,47
P(C|D) = P(D]f()bf(c) =0,21

La impresora que con mayor probabilidad, con los nuevos supuestos, ha sido la causante
de la destruccién del documento sigue siendo la B. Observar que en el apartado d) se
daba que P (D|B) era la mayor de las probabilidades P (D|A), P (D|B), P (D|C) y que
se daba que P (B|D) era la mayor de las probabilidades P (A|D), P (B|D),P (C|D).
Sin embargo en el apartado e) se da que P (D|C) es la mayor de las probabilidades
P (D|A),P(D|B),P(D|C) y sin embargo P (C|D) no es la mayor de las probabilidades
P(A|D),P(B|D),P(C|D).
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Cc2 ™ C4 — C5

C3 C6

Figura 6: Red de comunicaciones

9. En el circuito eléctrico de seis componentes de la Figura 6, la probabilidad de que funcione

cada uno de los componentes, independiente de los demads, es
P(C1)=P(Cs) =P(C5)=0,9
P(C3) =P (Cs) =P (Cs) =0,85
Calcular:

a) La probabilidad de que el circuito funcione.
b) La probabilidad de que el circuito funcione sabiendo que el componente C5 funciona.

¢) La probabilidad de que el componente Cj5 funcione si sabemos que el circuito ha fun-
cionado

10. Decir si es verdera o falsa la siguiente afirmacién. En caso de que sea verdadera demostrarlo,

y en caso de que sea falsa dar un contraejemplo:
“Si dos sucesos son independientes entonces son incompatibles”
SOLUCION:

Falsa. Se verifica que si son independientes entonces son compatibles. Para ver esto se puede

razonar por reduccién al absurdo.

Si fueran incompatibles entonces
P(ANnB)=P(@)=0

con lo que
P(AYP(B)AP(ANB)=0

(observar que habrfa que pedir en el enunciado que los dos sucesos tuvieran probabilidad de

ocurrir estrictamente positiva).
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11.

12.

Decir si es verdera o falsa la siguiente afirmacién. En caso de que sea verdadera demostrarlo,

y en caso de que sea falsa dar un contraejemplo:

“Si A y B son dos sucesos cualesquiera entonces la probabilidad de que ocurra exactamente
uno de ellos es P (A) + P (B) —2P (AN B)”

SOLUCION:
Verdadera. La probabilidad que se pide es
P((AnB)U (AN B))
y desarrollando dicha expresién, teniendo en cuenta que A = (A N P) U(ANB)yque B=
(AN B) U (AN B) se tiene que
P((AnB)U(AnB))=P(ANB)+P(AnB)-P((ANnB)n(ANB))
=(P(A)—PANB)+(P(B)—P(ANB))=P(A)+P(B)—2P(ANDB)
Un sistema de comunicaciones dispone de un transmisor que envia los simbolos 0,1 y 2 a
través de un canal hasta un receptor. Este canal puede cambiar el simbolo transmitido. La
probabilidad de que se reciba el mismo simbolo que se ha transmitido es de 0,8. Por otra
parte la probabilidad de recibir de forma defectuosa un simbolo es igual con independencia

del simbolo transmitido. Las probabilidades de transmisién de los simbolos 0,1 y 2 son de
0,5,0,3 y 0,2 respectivamente.

a) Calcular las probabilidades de recibir 0,1y 2 .
b) Si se ha recibido un 1, calcular la probabilidad de que realmente se haya mandado un 1.

¢) En el caso de que las stmbolos se transmitan de forma equiprobable, cémo se refleja este

hecho en los apartados a) y b).
SOLUCION:

a) Sean los sucesos:

Ey =" enviar un cero”
FEy; =7enviar un uno”
FEs = 7enviar un dos”
Ry = "recibir un cero”
Ry ="recibir un uno”
Rs = "recibir un dos”

Con los datos del enunciado:
P (Ro|Ep) = P (R1|E1) = P(R2|E2) =0,8
P(R1|E()) = P(R2|E0) =a
P (Ro|Er) = P (R2|En)
P(R0|E2) = P(R1|E2) =cC

b

Al ser P (Ry|Eo) + P (R1|Ey) + P (R2|Ep) = 1, se tiene que a = 0, 1. De forma andloga
b=c¢=0,1. Por tanto

P (Ro) = P (Ro|Eo) P (Eo) + P (Ro|Ev) P (Ey) + P (Ro|E2) P (E2)
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13.

14.

=0,8-0,54+0,1-0,34+0,1-0,2=0,45
P(Ry) = P (R1|Eo) P (Eo) + P (Ri|Ey) P (Ey) + P (Ry|E2) P (E2)
=0,1-0,54+0,8-0,3+0,1-0,2=0,31
P(Rs) = P (R2|Eo) P (Eo) + P (R2|E1) P (E1) + P (Ra|E2) P (E>)
=0,1-0,54+0,1-0,34+0,8:0,2=0,24
Se comprueba que P (Ry) + P (R1) + P (R2) = 1.
b) Se tiene que la probabilidad solicitada es

P(Ry|Ey)P(E1) 0,8-0,3
P(R,) 0,31

P(Ey|Ry) = —0,77

¢) En el caso de que P (Ey) + P (E1) + P (Ez) = %, se tiene que el apartado a) es

P (Ro) = P (Ro|Eo) P (Eo)+ P (Ro|Ev) P (E1) + P (Ry|E2) P (E»)
1 1
3 (0,8+0,140,1) 3
Y de forma ansloga P (Ry) = P (Ry) = 4.

Por otra parte el apartado b) es

P(R|E\)P(E)) 0,83
P(E1|R1) - == - 0,8
P(Ry) 3

Es decir, en esta situacién
P (E1|Ry) = P (R1|EY)

Decir si es verdera o falsa la siguiente afirmacién. En caso de que sea verdadera demostrarlo,
y en caso de que sea falsa dar un contraejemplo:

“Sipy = P(A), po = P(B) y ps = P(C) con A, By C sucesos independientes, entonces se
verifica que

P((ANB)U(ANC)) = pip2 + p1ps — p1p2p1ps.”
SOLUCION:
Es falsa.

P((ANB)U(ANC))=P(ANB)+P(ANC)—P((ANB)N(ANC))
=P(ANB)+P(ANC) - P(ANBNC) =pipz + p1ps — p1p2ps.
Decir si es verdera o falsa la siguiente afirmacién. En caso de que sea verdadera demostrarlo,

y en caso de que sea falsa dar un contraejemplo:

“En general si A y B son dos sucesos cualesquiera, entonces siempre P (Z N F) =1-P(A) -
P(B)+ P(ANB).”

SOLUCION:

Es verdadera.

Se verifica, al ser

AUB=ANB

que
P(ANB)=P(AUB)=1-P(AUB)=1—(P(A)+P(B)—P(ANB))
=1-P(A)— P(B)+P(ANB)
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